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К вопросу о сценариях возникновения хаоса
у трехмерных отображений

А.С. Гонченко, С.В. Гонченко, Л.П.Шильников

В настоящей работе изучаются вопросы хаотической динамики трехмерных гладких
отображений (диффеоморфизмов). Показывается, что здесь существует два основных сце-
нария развития хаоса от устойчивой неподвижной точки либо к спиральному аттрактору,
либо к странному аттрактору лоренцевского или «восьмерочного» типа. Дается качествен-
ное описание этих аттракторов, приводятся условия, при которых они могут быть «насто-
ящими» (псевдогиперболическими странными аттракторами). В работу также включены
соответствующие результаты численного исследования аттракторов в трехмерных отобра-
жениях Эно.
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1. Введение

Одной из основных проблем математической теории динамического хаоса и нелиней-
ной динамики является задача описания сценариев перехода к странным аттракторам (СА)
от простых притягивающих режимов — устойчивых состояний равновесия и периодических
траекторий. В случае двумерных отображений и трехмерных потоков в этом направлении,
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как хорошо известно, получено большое число весьма интересных и фундаментальных ре-
зультатов. Здесь достаточно отметить такие из них, как создание математической теории
спирального хаоса [1–3], аттракторов Лоренца [4–7], а также теории СА (квазиаттракторов)
двумерных диффеоморфизмов [8, 9]. Естественно, все эти результаты могут быть исполь-
зованы и при исследовании хаотической динамики многомерных систем (размерности � 3
для отображений и � 4 для потоков). Однако, как недавно выяснилось, такие системы мо-
гут обладать СА новых типов, так называемыми дикими гиперболическими аттракторами
[10, 11]. Главной особенностью этих аттракторов является то, что они допускают гомокли-
нические касания, но не содержат устойчивых периодических траекторий, которые не по-
являются также и при возмущениях.1 Соответственно, дикие гиперболические аттракторы
нужно относить к «настоящим» СА, к которым, как известно, до недавнего времени мож-
но было приписывать только лишь гиперболические и квазигиперболические (аттракторы
Лоренца) СА.

В связи с этим возникает естественный интерес к проблемам хаотической динамики
многомерных систем, связанный, в частности, с нахождением сценариев возникновения
СА, в том числе и нового типа — диких гиперболических. В настоящей работе мы име-
ем дело как раз с этой задачей и предпринимаем попытку анализа хаотической динамики
трехмерных гладких отображений с позиций качественной теории. Мы показываем, что,
независимо от природы конкретных математических моделей, если только они допускают
описание с помощью трехмерных диссипативных (с якобианом меньше единицы) отобра-
жений, существуют два основных сценария развития хаоса, приводящих либо к аттрактору
Шильникова, который может быть спиральным или седловым, либо к СА лоренцевского
типа или «восьмерочного» типа (см. ниже). Заметим, что сценарий со спиральным аттрак-
тором был рассмотрен еще в работе [3] (см. также обзор [7]), а здесь мы предлагаем его
модификацию, приспособленную именно к трехмерным отображениям.

Отметим, что указанный выше спиральный аттрактор (содержащий неподвижную точ-
ку типа седло–фокус) является квазиаттрактором [12, 15], то есть либо он сам содержит
устойчивые периодические траектории, либо последние неизбежно появляются при возму-
щениях. Квазиаттракторы являются по сути «физическими СА», поскольку часто бывает,
что устойчивые траектории внутри них имеют весьма большой период и малые области при-
тяжения и, соответственно, не наблюдаются в эксперименте в силу неизбежного наличия
шумов и/или ошибок счета (см. дискуссию на эту тему в [7, 16, 17]). Однако указанные СА
лоренцевского или «восьмерочного» типа вполне могут претендовать на роль «настоящих»
аттракторов (диких гиперболических). Косвенно это подтверждается численными исследо-
ваниями, проведенными в работе [18], в которой изучались, в частности, СА лоренцевского
типа в трехмерных квадратичных отображениях Эно.

В настоящей работе будут представлены также и результаты численных эксперимен-
тов, иллюстрирующие соответствующие теоретические положения.2 В качестве конкретных

1Системы с дикими гиперболическими аттракторами принадлежат областям Ньюхауса, то есть
открытым (в C2-топологии) областям в пространстве динамических систем, в которых плотны си-
стемы с гомоклиническими касаниями. Однако эти касания таковы, что их бифуркации (в отличие
от двумерного случая) не приводят к рождению устойчивых периодических траекторий [12, 13]. Сам
термин «дикий» восходит к Ньюхаусу [14], который ввел понятие «дикого гиперболического мно-
жества» — равномерно гиперболического (базисного) множества, у которого касания устойчивых
и неустойчивых многообразий сохраняются при малых C2-возмущениях.

2При этом многие компьютерные иллюстрации в статье были получены с помощью программного
комплекса WinSet [19, 20].
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моделей мы рассматриваем как раз трехмерные отображения Эно — сокращенно 3DHM
(аббревиатура от «3D Hénon Map»). Напомним, что, по определению, это такие трехмер-
ные квадратичные отображения, которые обладают следующими тремя свойствами: (i) они
имеют постоянный якобиан, (ii) отображения, обратные к ним, также является квадратич-
ными, (iii) координаты «не отщепляются».3 Как известно [21, 22], любое 3DHM с помощью
аффинных замен координат может быть приведено к такому виду (нормальной форме)

x = y, y = z,

z = M1 + M1
2 y + M2

2 z + Bx + ay2 + byz + cz2,
(1.1)

где всегда можно потребовать, что выполняется какое-нибудь условие нормировки (напри-
мер, можно сделать равным ±1 один из коэффициентов квадратичной формы), которое
достигается соответствующим масштабированием (рескейлингом) координат; также, если
|a|+ |c| �= 0, то (сдвигом координат) всегда можно добиться, чтобы один из коэффициентов,
M1

2 или M2
2 , обращался тождественно в нуль. Заметим, что коэффициент B — это якобиан

отображения (1.1). Таким образом, нормальная форма для трехмерных отображений Эно
содержит не более пяти независимых параметров.

Выбор в качестве эталонных именно трехмерных отображений Эно объясняется мно-
гими причинами. Во-первых, они являются в определенном смысле простейшими по форме
нелинейными трехмерными отображениями. Во-вторых, несмотря на эту простую форму,
они могут демонстрировать весьма нетривиальную динамику, связанную, в частности, с су-
ществованием странных аттракторов разнообразных типов. В-третьих, равно как и хорошо
известное двумерное отображение Эно, его трехмерные аналоги не являются чисто искус-
ственными. В частности, два следующих вида 3DHM: первый — с M1

2 ≡ 0, b ≡ 0, c ≡ 0
и a = −1, то есть

x = y, y = z, z = M1 + M2y + Bx − z2, (1.2)

и второй — с M2
2 ≡ 0, a ≡ 0, b ≡ 0 и c = −1, то есть

x = y, y = z, z = M1 + M2z + Bx − y2, (1.3)

представляют особый интерес для нелинейной динамики, поскольку они имеют «гомоклини-
ческое происхождение», то есть являются нормальными формами отображений первого воз-
вращения вблизи гомоклинических касаний некоторых типов (см., например, [12, 15, 22–25]).

Содержание работы. В § 2 формулируется постановка задачи и дается краткое описа-
ние двух основных сценариев возникновения хаоса у трехмерных отображений; §§ 3 и 4 со-
ставляют основную часть работы, в них приводится развернутое изложение предложенных
сценариев, теоретические положения которых иллюстрируются результатами численного
счета; в § 5 обсуждается один из главных механизмов возникновения хаотической динами-
ки (имеющий место и в двумерном случае), который присутствует в обоих сценариях — это
переход к хаосу в результате разрушения тора (замкнутой инвариантной кривой — в случае
отображений).

3Последние два условия весьма существенны: они исключают некоторые типы квадратичных
отображений с постоянным якобианом. Например, отображение, обратное к x = x, y = y + x2, z =
= z + y2, будет уже четвертой степени; условие (iii) исключает «тривиальные случаи», когда общая
динамика отображения определяется только частью координат (как, например, у отображения x =
= x, y = z, z = z2 − y).
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2. Постановка задачи и описание основных сценариев
возникновения хаоса у трехмерных диффеоморфизмов

Пусть Tμ — однопараметрическое семейство трехмерных ориентируемых гладких отоб-
ражений. Предположим, что это семейство Tμ непрерывно зависит от параметра μ и удо-
влетворяет при этом следующим условиям.

A1 Существуют такие μ0 и μ1 (положим для определенности, что μ0 < μ1), что отобра-
жение Tμ имеет при всех μ ∈ (μ0, μ1) асимптотически устойчивую неподвижную точку
Oμ. При этом точка Oμ является глобальным аттрактором в том смысле, что поло-
жительные итерации всех точек из некоторой достаточно большой области фазового
пространства сходятся к Oμ.

A2 Значение μ = μ1 параметра — бифуркационное, при котором точка Oμ теряет устой-
чивость и становится седловой при μ > μ1.

A3 Существуют такие μ2 и μ3, где μ3 > μ2 > μ1, что при μ ∈ (μ2, μ3) точка Oμ имеет
гомоклинические к ней траектории, то есть устойчивое и неустойчивое инвариантные
многообразия точки Oμ имеют непустое (гомоклиническое) пересечение.

В этой работе мы будем считать, что

μ0 — это бифуркационное значение параметра μ, при котором в семействе Tμ происходит
невырожденная седло-узловая бифуркация: при μ < μ0 у Tμ нет неподвижных точек
(вообще говоря, в некоторой области фазового пространства), а при μ > μ0 у μ появля-
ются две неподвижные точки: асимптотически устойчивая Oμ и седловая Õμ, причем
последняя точка имеет тип (2, 1), то есть dimW s(Õμ) = 2,dim W u(Õμ) = 1;

μ1 — это бифуркационное значение параметра μ, при котором точка Oμ мягко теря-
ет устойчивость: типично одним из двух основных способов — либо в результате (i)
бифуркации Андронова –Хопфа, либо в результате (ii) бифуркации удвоения перио-
да; при этом сама точка Oμ становится седловой, а в ее окрестности рождается либо
устойчивая замкнутая инвариантная кривая — в первом случае, либо устойчивый цикл
периода 2 — во втором;

μ2 — это некоторое значение параметра μ, при котором у седла Oμ появляется гомокли-
ническая траектория: в этом случае W s(Oμ) ∩ W u(Oμ) �= ∅;

μ3 — это некоторое значение параметра μ, при котором появляется гетероклиническая
траектория между седлами Oμ и Õμ: в этом случае W u(Oμ) ∩ W s(Õμ) �= ∅;4

— при μ ∈ (μ2, μ3) существует странный гомоклинический аттрактор Aμ, содержащий
точку Oμ вместе с ее неустойчивым инвариантным многообразием.

4Здесь W s(Õμ) всегда двумерно, но Wu(Oμ) может быть либо одномерным (как в случае (i) би-
фуркации Андронова –Хопфа), либо двумерным (как в случае (ii) бифуркации удвоения периода).
Соответственно, возникновение гетероклинических пересечений между Wu(Oμ) и W s(Õμ) — это
бифуркационное явление коразмерности один, то есть оно может свободно наблюдаться в однопа-
раметрических семействах общего положения.
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Замечание 1. Мы считаем, что μ0 и μ1 — это точные бифуркационные значения параметра μ.
Однако это нельзя, вообще говоря, утверждать относительно μ2 и μ3. Дело в том, что в трехмерном
случае, в отличие от двумерного, не всегда возможно определить (даже теоретически) момент пер-
вого гомоклинического или гетероклинического пересечения (касания).5 Поэтому нужно считать,
что μ2 и μ3 — это некоторые значения параметра μ, при которых обнаруживаются соответствую-
щие гомоклиническое и гетероклиническое пересечения.

Замечание 2. В этой статье мы предполагаем, для определенности, что при μ ∈ (μ2, μ3) точ-
ка Oμ принадлежит некоторому «гомоклиническому» странному аттрактору Aμ. Однако понятно,
что это не всегда так. Например, если Aμ — квазиаттрактор, то на интервале (μ2, μ3) могут суще-
ствовать так называемые «окна устойчивости», когда аттрактором является некоторая устойчивая
периодическая точка или замкнутая инвариантная кривая. Более того, в реальных моделях могут
наблюдаться и другие ситуации. Например, в известной механической системе «кельтский камень»
[26, 27], хаос может возникать жестким образом (уже после того как образуются гомоклинические
и гетероклинические структуры) в результате потери устойчивости предельного цикла (так называ-
емого цикла Карапетяна). Здесь в критический момент этот цикл либо сливается с седловым того
же периода и исчезает, либо в него «влипает» седловой цикл удвоенного периода (то есть происходит
так называемая «обратная бифуркация удвоения»). В обоих случаях сразу после соответствующей
бифуркации наблюдается хаотическая динамика.6

Re λ

Im
 λ

1-1

(a) (b) (c)

Рис. 1. Типы седло–узлов у ориентируемых 3D-отображений. На рисунке пунктирная окружность
имеет радиус, равный модулю ведущего устойчивого мультипликатора.

Что касается седло-узловой бифуркации (при μ = μ0), то в случае трехмерных ориенти-
руемых отображений существуют три основных «гладких» типа таких бифуркаций, в зави-
симости от расположения устойчивых мультипликаторов (внутри единичной окружности).
Так как Tμ ориентируемо, то есть произведение всех мультипликаторов положительно, это
отвечает трем основным типам седло–узлов, которые схематически представлены на рисун-
ке 1: здесь либо оба устойчивых мультипликатора (a) действительны и положительны, либо

5Например, в случае неподвижной точки седло–фокус (2, 1) ее неустойчивое многообразие мо-
жет навиваться на самоё себя при приближении к моменту касания. Поэтому определить, когда
в точности наступит этот момент, практически невозможно, поскольку любой наперед выбранный
кусок многообразия Wu будет окружен со всех сторон другими его же кусками.

6Которую, однако, нельзя автоматически ассоциировать со странным аттрактором. Дело в том,
что указанная система является обратимой — реверсивной (но не консервативной), и хаос может
включать периодические траектории с якобианом как больше, так и меньше единицы. Поэтому
здесь должна наблюдаться так называемая смешанная динамика [28–30], когда гиперболические
периодические траектории всевозможных типов (устойчивые, вполне неустойчивые и седловые)
сосуществуют, и типично, когда они в совокупности не отделимы друг от друга.
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(b) действительны и отрицательны, либо (c) комплексно-сопряжены. Тогда седло Õμ в слу-
чае (а) будет иметь топологический тип (2+, 1+) (т. е. все мультипликаторы — два устой-
чивых и один неустойчивый — действительны и положительны), в случае (b) — топологи-
ческий тип (2−, 1+) (устойчивые мультипликаторы отрицательные, неустойчивый — поло-
жительный) и в случае (c) точка Õμ — седло–фокус (2, 1) (устойчивые мультипликаторы
комплексно сопряжены, а неустойчивый — действительный положительный). (См. рис. 2.)

Рис. 2. Типы седло-узловых бифуркаций в соответствии с типами седло-узловых точек (a), (b) и (c)
рисунка 1. Во всех случаях возникают седла типа (2, 1). В случаях (a) и (b) — картинки одинаковые,
но на W s(Õ) имеется либо узел-плюс (а), либо узел-минус (b). В случае (c) рождается седло–фокус.

Отметим, что существование седловой точки Õμ имеет весьма важное значение для ха-
отической динамики в целом, поскольку ее двумерное устойчивое многообразие образует
естественную границу области притяжения как для самой точки Oμ при μ0 < μ1, так
и для всех тех аттракторов, которые она порождает (в том числе и странных) при μ > μ1.
Поэтому естественно ожидать, что кризисы7 таких СА и их разрушения будут связаны с об-
разованием гетероклинических пересечений между неустойчивыми инвариантными много-
образиями точек на аттракторе и границей устойчивости W s(Õμ). И здесь мы можем сде-
лать следующее важное замечание.

Замечание. О кризисах СА, содержащих точку Oμ. По предположению А3, при значе-
ниях μ ∈ (μ2, μ3), точка Oμ принадлежит некоторому «гомоклиническому» аттрактору Aμ, так как
Wu(Oμ)∩W s(Oμ) �= ∅. Момент μ = μ3, то есть когда Wu(Oμ) начинает пересекать границу W s(Õμ)
глобальной области устойчивости, отвечает кризису этого аттрактора. Здесь аттрактор либо мгно-
венно разрушается8, либо, скачком, возникает бо́льший СА, поглощающий Aμ и содержащий точку
Õμ. С другой стороны, если μ3 < μ2, то есть если такое гетероклиническое пересечение образует-
ся раньше, чем гомоклиническое пересечение инвариантных многообразий точки Oμ, то странные
аттракторы, содержащие точку Oμ, вообще не появятся.

7Кризис аттрактора, в отличие от внутренних бифуркаций, резко меняет его структуру так, что
данное предельное множество (в смысле топологического предела при стремлении значения пара-
метра к критическому значению) — уже не аттрактор (см. точное определение в [32]): аттрактор
здесь либо разрушается, либо занимает совсем другую область фазового пространства, либо по-
глощается бо́льшим аттрактором. Последнее, например, может происходить при жесткой потере
устойчивости периодическим или квазипериодическим (тором) аттрактором, находящимся в погло-
щающей области.

8Почти все его точки убегают либо на бесконечность, либо на какой-либо другой далекий ат-
трактор; в случае, когда Aμ — квазиаттрактор, могут, однако, сохраняться некоторые устойчивые
периодические траектории больших периодов вместе с их областями притяжения.
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Таким образом, в системах общего типа седло-узловая бифуркация играет двоякую
роль: в результате такой бифуркации, во-первых, возникает динамика и образуется три-
виальный аттрактор (устойчивая точка)9 и, во-вторых, формируются границы глобальной
области притяжения аттракторов (в том числе и странных), ассоциированных с устойчивой
точкой (точкой Oμ в нашем случае).

Что касается бифуркаций потери устойчивости точки Oμ (при μ = μ1), то мы будем
считать, что они во всяком случае невырожденны. Тогда это либо бифуркация Андроно-
ва –Хопфа, либо бифуркация удвоения периода. В первом случае при μ = μ1 на единич-
ную окружность выходит пара мультипликаторов e±iϕ (при условии отсутствия сильных
резонансов, т. е. при ϕ �= 0, π, π/2, 2π/3), а во втором — один мультипликатор −1. Эти би-
фуркации настолько важны для дальнейшего, что по их типу мы различаем два основных
сценария развития хаоса у трехмерных отображений. Эти сценарии представлены ниже.

Сценарий 1 (сценарий Шильникова [3])

1) При μ = μ1 у точки Oμ появляется пара комплексно-сопряженных мультипликато-
ров e±iϕ, где ϕ �= 0, π, π/2, 2π/3, и здесь происходит мягкая бифуркация Андронова –
Хопфа, то есть при μ > μ1 точка Oμ становится седловой — седло–фокус типа (1, 2),
а в ее окрестности рождается асимптотически устойчивая замкнутая инвариантная
кривая Lμ.

2) При дальнейшем изменении μ кривая Lμ разрушается одним из известных способов
(см. § 5), в результате чего в ее окрестности возникает СА (вообще говоря, типа «тор–
хаос»). Точка Oμ при μ < μ2 лежит в стороне от этого СА.

3) При μ > μ2 образуется гомоклинический аттрактор — аттрактор Шильникова, со-
держащий точку Oμ. Этот аттрактор может существовать вплоть до момента μ = μ3

(когда возникает гетероклиническое пересечение между W u(Oμ) и W s(Õμ)).

Сценарий 2

1) При μ = μ1 у точки Oμ появляется мультипликатор −1 и происходит мягкая бифур-
кация удвоения периода, то есть при μ > μ1 в окрестности точки Oμ рождается устой-
чивый цикл P2μ периода 2 (состоящий из двух точек p1 и p2, таких, что Tμ(p1) = p2

и Tμ(p2) = p1), а сама точка становится седловой неподвижной с мультипликаторами
λ1, λ2, λ3, такими, что λ1 < −1, 0 < λ2 < 1,−1 < λ3 < 0.

2) При дальнейшем изменении μ с циклом P2μ происходит серия бифуркаций, приводя-
щая к возникновению СА (например, типа тор–хаос, когда отображение Tμ не явля-
ется сильно-диссипативным). При этом (седловая) точка Oμ лежит в стороне от СА
при μ < μ2.

3) При μ ∈ (μ2, μ3) точка Oμ принадлежит гомоклиническому СА Aμ, тип которого за-
висит главным образом от мультипликаторов λ2 и λ3 седла Oμ:
a) если |λ2| > |λ3|, то аттрактор «квазилоренцевский»,

b) если |λ2| < |λ3|, то аттрактор «восьмерочный».
9В случае, когда седло–узел не имеет гомоклинической к нему траектории; в противном случае

хаос может возникать даже при его исчезновении [8, 31].
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В обоих случаях СА пунктов 3 момент μ = μ3 является кризисным, то есть сразу после
того как образуется гетероклиническое пересечение инвариантных многообразий W u(Oμ)
и W s(Õμ), аттрактор либо разрушается, либо поглощается бо́льшим аттрактором, содер-
жащим точку Õμ.

В §§ 3 и 4 мы изучим подробнее предложенные сценарии и покажем, как они реали-
зуются в ряде конкретных трехмерных отображений (в квадратичных трехмерных отобра-
жениях Эно).

3. О сценарии Шильникова (сценарий 1)
На первом шаге в критический момент μ = μ1 на единичную окружность выходит па-

ра комплексно-сопряженных мультипликаторов λ1,2 = e±iω точки Oμ. И мы предполагаем
здесь, что в семействе Tμ при μ = μ1 происходит мягкая невырожденная бифуркация Анд-
ронова –Хопфа. Это условие общего положения для однопараметрических семейств, и оно
означает (в трехмерном случае), что неподвижная точка Oμ при μ > μ1 становится седло–
фокусом типа (1, 2), то есть с двумерным неустойчивым многообразием, а в ее окрестности
рождается гладкая замкнутая инвариантная кривая Lμ. Эта кривая асимптотически устой-
чивая, и она служит границей многообразия W u(O) — по крайней мере для всех значений μ,
близких к μ1 (см. рис. 3).

Рис. 3. (а) При μ < μ1 аттрактором является неподвижная точка Oμ типа фокус. При этом все
траектории, кроме траекторий точек на неведущем (сильно устойчивом) инвариантном многообра-
зии W ss, входят в Oμ, касаясь ведущей плоскости Ps. (b) Сразу при μ > μ1 аттрактором является
замкнутая инвариантная кривая Lμ, а точка Oμ становится седло–фокусом типа (1, 2).

Отметим, что условие невырожденности бифуркации Андронова –Хопфа в случае отоб-
ражений включает также требование отсутствия сильных резонансов (резонансов 1 : 1, 1 : 2,
1 : 3 и 1 : 4), то есть ω �= 0, π, π/2, 2π/3. Когда в бифуркационный момент присутствует
резонанс p/q, где q � 5, замкнутая гладкая инвариантная кривая все равно рождается,
но на ней будут лежать чередующиеся седла и узлы периода q. Поэтому нужно считать,
что для всех μ > μ1, близких к μ1, (глобальным) аттрактором отображения Tμ являет-
ся либо вся инвариантная кривая Lμ, либо устойчивая периодическая траектория на ней
в резонансном случае.

При дальнейшем изменении параметра μ кривая Lμ может потерять устойчивость. Ос-
новные бифуркационные механизмы потери этой устойчивости в целом известны (см., на-
пример, [32, гл. 2, § 1.6 и гл. 3, § 8.5]. В принципиальном плане, можно выделить следующие:

• разрушение инвариантной кривой (по Афраймовичу –Шильникову [8]);
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• «удвоение тора» (так называют серию бифуркаций, в результате которых исходная
инвариантная кривая теряет устойчивость, передавая ее новой инвариантной кривой
«двойной длины»), подробнее об этом см. в [37];

• «жесткая потеря устойчивости тора», когда, типично, либо (i) инвариантная кри-
вая исчезает (в результате «седло-узловой бифуркации» по Шенсине (A.Chenciner) —
так обозначают некоторую серии бифуркаций, в результате которой устойчивая ин-
вариантная кривая «сливается» с неустойчивой (седловой) и исчезает (может быть
и в двумерном случае), либо (ii) происходит «обратное удвоение тора», когда, в резуль-
тате опять же некоторой серии элементарных бифуркаций, в устойчивую инвариант-
ную кривую «влипает» седловая удвоенной длины: при этом исходная инвариантная
кривая становится также седловой;

• «прохождение через резонанс», когда на (асимптотически устойчивой) замкнутой ин-
вариантной кривой появляются, типично, две периодические траектории одного и того
же периода, устойчивая и седловая: если трехмерное отображение сильно диссипатив-
ное (или период достаточно большой), то здесь, в силу нормальной гиперболичности,
ситуация похожа на двумерную (см. [8, 32]); но когда якобиан отображения близок
к единице и период относительно не очень большой, трехмерность играет существен-
ную роль, и здесь могут возникать весьма необычные СА (см., например, рис. 7, на ко-
тором показаны этапы образования «суперспирального» аттрактора при разрушении
инвариантной кривой вблизи резонанса 1 : 4).

В первых двух случаях возникающий СА называют обычно тор–хаосом, и в § 5 мы да-
дим описание основных бифуркационных явлений, сопровождающих его появление. В тре-
тьем случае тип СА зависит главным образом от специфики задачи. Случай «прохождения
через резонанс» представляет особый интерес еще и потому, что здесь, как нам кажется,
нет пока достаточно законченной теории.

Заметим, что потеря устойчивости кривой Lμ и возникновение тор–хаоса естествен-
но должно сопровождаться изменением геометрии неустойчивого многообразия точки Oμ,
а именно: можно предположить, что в случае нашего семейства Tμ существует такое μ∗

1,
что при μ1 < μ < μ∗

1 многообразие W u(Oμ) является диском c границей Lμ (см. рис. 4a),
а при μ > μ∗

1 оно начинает «наматываться» на Lμ (см. рис. 4b). Момент μ = μ∗
1 не является

по-настоящему бифуркационным: здесь, как говорят, происходит «гладкая бифуркация»,
то есть меняется «гладкий тип» инвариантной кривой Lμ. Именно, при μ∗

1 < μ < μ1 ин-
вариантная кривая Lμ имеет узловой тип, а сразу при μ > μ∗

1 — фокусный (фокальный):
в первом случае ляпуновские показатели Λ1,Λ2,Λ3 на Lμ все действительные и такие, что
Λ3 < Λ2 < 0 < Λ1 = 0; во втором случае мы имеем, что Re(Λ3) = Re(Λ2) < 0 < Λ1 = 0.

Геометрически это означает, что при μ > μ∗
1 образуется так называемая воронка Шиль-

никова, в которую «втягиваются» все траектории из поглощающей области (все, кроме
седла Oμ и траекторий точек одной из его устойчивых сепаратрис). При дальнейшем уве-
личении μ это «втягивание» будет сохраняться, однако поведение инвариантных многооб-
разий седла Oμ может меняться. Более того, по предположению А3, наступит такой момент,
μ = μ2, когда эти многообразия пересекутся. Тогда точка Oμ будет принадлежать аттрак-
тору вместе с W u(Oμ), и здесь можно говорить об образовании аттрактора Шильникова.
Если при этом точка Oμ — седло–фокус, то такой аттрактор является «спиральным», и он
относится к классу квазиаттракторов [12, 15]. Однако если Oμ — седло, то есть имеет пару
действительных и различных по модулю неустойчивых мультипликаторов, то такой аттрак-
тор, в принципе, может быть уже «настоящим» (см. дискуссию в § 4.1).
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Рис. 4. На рисунке (b) показана «воронкаШильникова», часть которой как бы срезана, чтобы лучше
показать внутреннюю структуру многообразия Wu(Oμ).

Подобный сценарий возникновения хаоса описалШильников в статье [3]. Однако нужно
заметить, что наше предположение А3 о том, что гомоклиническое пересечение многообра-
зий W u(Oμ) и W s(Oμ) наступает раньше, чем гетероклиническое пересечение многообразий
W u(Oμ) и W s(Õμ), то есть μ2 < μ3, является принципиально важным. В противном слу-
чае, если μ2 > μ3, аттрактор Шильникова не возникает и развитие хаоса заканчивается
на стадии, например, тор–хаоса, который разрушается (при μ > μ∗

3 > μ3), как только воз-
никает гетероклиническое пересечение между неустойчивыми многообразиями его точек
и W s(Õμ).

В качестве иллюстрации рассмотренного сценария мы приведем некоторые результаты
численного счета для трехмерных отображений Эно. На рисунке 5 показаны стадии форми-
рования аттрактора Шильникова в отображении (1.3) с фиксированными B = 0.7 и M1 = 0
при изменении M2 от 0 до 0.129 (при M2 ∼ 0.13 аттрактор разрушается). На рисунке 6
показаны стадии образования (по Афраймовичу –Шильникову) тор–хаоса в 3DHM (1.2):
здесь мы зафиксировали B = 0.7 и M2 = −0.5 и меняли M1 от 0 до 0.3. В этом случае
аттрактор разрушался при M2 ∼ 0.31 (здесь имеет место случай μ3 < μ2). На рисунке 7
показан пример образования необычного («суперспирального» или «спирально-винтового»)
СА при прохождении вблизи резонанса: в данном случае — резонанса 1 : 4.

4. Сценарий 2: возникновение лоренцевского
или «восьмерочного» СА

На первом шаге в критический момент μ = μ1 у точки Oμ появляется мультиплика-
тор −1. Мы предполагаем, что соответствующая бифуркация удвоения периода является
мягкой и невырожденной. Тогда при μ < μ1 неподвижная точка Oμ асимптотически устой-
чива (это точка типа «узел-минус», так как ее ведущий мультипликатор отрицательный),
а при μ > μ1 она становится седлом типа (2, 1), то есть с двумерным устойчивым инвариант-
ным многообразием,10 и в окрестности точки Oμ рождается устойчивый цикл периода два.

10Здесь мы как раз и видим одно из принципиальных отличий от сценария 1, в котором, напом-
ним, при потере устойчивости неподвижная точка становится седловой с одномерным устойчивым
инвариантным многообразием.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h)

(i) (j)

Рис. 5. Эволюция аттракторов в 3DHM (1.3) при фиксированных B = 0.7 и M1 = 0: (a) M2 = 0.8
(неподвижная точка); (b) M2 = 0.875 (замкнутая инвариантная кривая); (с) M2 = 1.21 (инвариант-
ная кривая «удвоилась»); (d) M2 = 1.24; (e) M2 = 1.245 (второе удвоение); (f) M2 = 1.25; (g) M2 =
= 1.255; (h) M2 = 1.258 (развитие тор–хаоса); (i) M2 = 1.27 (тор–хаос); (j) M2 = 1.29 (аттрактор
Шильникова).
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Рис. 6. Эволюция аттракторов в 3DHM (1.2) при B = 0.7, M2 = −0.5: (a) M1 = 0 (неподвижная
точка); (b) M1 = 0.05 (замкнутая инвариантная кривая); (с) M1 = 0.15 (на кривой виден резонанс
типа 4 : 13); (d) M1 = 0.2 (кривая негладкая); (e) M1 = 0.25 (появление тор–хаоса); (f) M1 = 0.3
(развитый хаос — аттрактор с условным названием «корабль зергов»).

Этот цикл состоит из двух точек p1 и p2, таких, что Tμ(p1) = p2 и Tμ(p2) = p1, а его мульти-
пликаторы, т. е. собственные числа матрицы линеаризации DT 2

μ

∣∣
pi

, i = 1, 2, все по модулю
меньше единицы.

В момент, близкий к μ = μ1, (глобальным) аттрактором отображения Tμ является
(по предположению А2) этот устойчивый цикл {p1, p2} (см. рис. 8). При дальнейшем изме-
нении параметра μ c этим циклом происходят бифуркации, соответственно тип аттрактора
меняется, и он становится странным типично одним из известных способов, например, в ре-
зультате таких цепочек бифуркаций:

(i) бесконечная последовательность бифуркаций удвоения ⇒ СА (фейгенбаумовский ква-
зиаттрактор),

(ii) бифуркация Андронова –Хопфа ⇒ инвариантный тор ⇒ тор–хаос,

(iii) конечная последовательность бифуркаций удвоения ⇒ инвариантный тор ⇒ тор–хаос.

Заметим, что последовательность (i) бифуркаций характерна в основном только для силь-
но-диссипативных систем11 или сохраняющих площадь отображений. Тор–хаос в случа-
ях (ii) и (iii) может возникать опять одним из известных способов, о которых мы говорили
в предыдущем параграфе. (См. также § 5, в котором мы более подробно рассмотрим сцена-
рии «разрушение тора», «удвоение тора» и «седло-узловая бифуркация тора».)

11Например, у отображения Эно (1.2) при B > 1
3 уже нет второго удвоения у устойчивой точки.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Рис. 7. Эволюция аттракторов в 3DHM (1.3) при B = 0.7, M2 = 0.8: (a) M1 = 0 (неподвижная
точка); (b) M1 = 0.1; (с) M1 = 0.26; (d) M1 = 0.335 (замкнутая инвариантная кривая); (e) M1 =
= 0.34 (тор «рассыпался»); (f) M1 = 0.35 («суперспиральный» аттрактор, вблизи резонанса 1 : 4,
он содержит два седло–фокуса периода 4: один с одномерным, другой с двумерным неустойчивыми
многообразиями).

Естественно, что СА в указанных цепочках могут быть совершенно разной структуры
и разной природы. Однако при μ = μ2, то есть в тот момент, когда образуются гомокли-
нические пересечения многообразий исходного седла Oμ, происходит определенного рода
унификация. В этом случае точка Oμ (автоматически) будет принадлежать аттрактору
вместе с W u(Oμ). Тогда (вообще говоря, при μ � μ2 и достаточно близких к μ2) можно
выделить два основных геометрических типа таких глобальных гомоклинических аттрак-
торов, в зависимости только от характера мультипликаторов λ1, λ2, λ3 самой точки Oμ. Мы
предполагаем здесь, что

λ1 < −1, 0 < λ2 < 1, −1 < λ3 < 0

(т. е. седло Oμ сохранило свой топологический тип, какой у него был после бифуркации удво-
ения периода, происходившей при μ = μ1). Тогда СА в рассматриваемом случае (при μ2 <
< μ < μ3) можно разбить на два следующих типа.

• Квазилоренцевские аттракторы, если неведущим (сильно устойчивым) мульти-
пликатором является отрицательный, то есть λ3; соответственно, здесь |λ3| < λ2.
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Рис. 8. Основные этапы развития гомоклинического аттрактора лоренцевского типа.

• Восьмерочные аттракторы, если неведущим (сильно устойчивым) мультипликато-
ром является положительный, то есть λ2; соответственно, здесь λ2 < |λ3|.

В первом случае можно говорить об образовании аттрактора, очень похожего на ат-
трактор Лоренца. Сходство здесь может быть как чисто условным (см. рис. 8c), так и гео-
метрическим, в смысле фазового портрета (см., например, рис. 12e, f). В принципе, можно
указать следующие характерные признаки квазилоренцевских аттракторов:

• точка Oμ является седлом, лежащим строго на границе аттрактора, а кусок многооб-
разия W u(Oμ) с точкой Oμ является ребром этого аттрактора, к которому «приклеены
его ветви-листы» (см. рис. 9),

• сильно устойчивое многообразие W ss(Oμ) делит W s(Oμ) (локально) на две половинки,
и гомоклинические точки принадлежат только одной из них,

• аттрактор чаще всего имеет две «дырки», внутри которых типично лежит седловая
точка периода два (однако иногда эти «дырки» могут «замазываться» за счет образо-
вания соответствующих гетероклинических пересечений, см. рис. 13 и пояснительный
текст к нему), он также может иметь лакуны (здесь: трубчатые окрестности седловых
замкнутых инвариантных кривых, не пересекающиеся с аттрактором, как на рис. 12e
и 14h),

• седловая величина σ ≡ |λ1λ2| больше единицы.12

12Это условие является одним из необходимых для того, чтобы сам аттрактор или все близкие
к нему не содержали бы устойчивых периодических траекторий (периодических аттракторов). Оно
автоматически выполняется в случае классического аттрактора Лоренца (для отображения сдви-
га на единицу времени). Однако не ясно, насколько оно необходимо для геометрии аттрактора.
В частности, кажется, что бифуркация «объединения» инвариантных кривых в одну, иллюстри-
руемая на рис. 14, происходит благодаря их «прохождению через гомоклиническую восьмерку», у
которой σ < 1, — когда σ > 1, такое невозможно, так как кривые устойчивые. Аттрактор в это
время является, конечно, квазиаттрактором.
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(a) (b)

(c) (d)

Рис. 9. Вид СА лоренцевского типа в случае отображения (1.2) (при B = 0.7, M1 = 0, M2 = 0.85)
в различных ракурсах (повороты относительно вертикальной оси). Жирными точками отмечены
неподвижные точки: Oμ — на аттракторе и Õμ — вне его.

«Восьмерочный аттрактор» не будет похож на квазилоренцевский по многим призна-
кам. В частности, можно указать такие, как

• точка Oμ является седлом, лежащим «в середине» аттрактора, а «ветви-листы» ат-
трактора «приклеены» к W u(Oμ) гладко,

• сильно устойчивое многообразие W ss(Oμ) делит W s(Oμ) (локально) на две половинки,
и гомоклинические точки принадлежат обязательно им обеим.

Это можно извлечь из простого наблюдения того, как могут быть устроены гомокли-
нические пересечения многообразий седла Oμ в случае λ1 < −1, 0 < λ2 < 1,−1 < λ3 < 0
при |λ2| < |λ3| (см. рис. 10). Однако по-прежнему такой аттрактор имеет две «дырки»,
и условие σ ≡ |λ1λ3| > 1 является необходимым для того, чтобы сам аттрактор и все
близкие к нему не содержали бы устойчивых периодических точек.
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Рис. 10. Гомоклинические структуры для СА: (а) квазилоренцевского, (b) восьмерочного.

4.1. О псевдогиперболических (диких) странных аттракторах

Для обоих типов странных аттракторов, «квазилоренцевского» и «восьмерочного»,
можно поставить вопрос: при каких условиях эти аттракторы являются настоящими, то
есть когда они сами и все близкие не содержат устойчивых периодических траекторий? Как
вытекает из результатов Тураева и Шильникова [10, 11], они тогда должны обладать так
называемой псевдогиперболической структурой: отображение на аттракторе должно быть
yстроено так, что всегда есть направление сильного сжатия, а на трансверсальном сечении
отображение должно растягивать площади. В частности, это означает, что мультипликато-
ры λ1, λ2, λ3 в седле Oμ должны быть такими, что

• |λ1λ2λ3| < 1 (сжатие объемов необходимо для существования аттрактора),

• |λ1| > 1 и |λ1| > |λ2| > |λ3| (все мультипликаторы должны быть простыми, в частно-
сти, это означает, что точка Oμ у всех близких систем является седлом, а не седло–
фокусом) — это условие обеспечивает существование как сильно неустойчивого, так
и сильно устойчивого направлений;

• |λ1λ2| > 1 — растяжение площадей в ортогональной к сильно устойчивому направле-
нию площадке.

Такие аттракторы допускают гомоклинические касания и, следовательно, могут при-
надлежать областям Ньюхауса. Однако при наличии псевдогиперболической структуры
ни сам аттрактор, ни все близкие не будут содержать устойчивых периодических траек-
торий. Такие аттракторы были названы дикими гиперболическими аттракторами. Терми-
нология восходит к Ньюхаусу, который ввел понятие дикого гиперболического множества,
а Тураев и Шильников предложили использовать соответствующий термин для обозначе-
ния указанных аттракторов, математическую теорию которых они, собственно, и построи-
ли [10, 11]. Важно, что существование гомоклинических касаний здесь неизбежно. С другой
стороны, известно (критерий Гонченко, Тураева и Шильникова, [12, 13]), что определенно-
го типа гомоклинические касания могут порождать устойчивые периодические траектории.
Это означает, например, что дикие аттракторы не могут иметь гомоклинических касаний
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к точкам с |λ1| = |λ2| > 1 или с |λ3| = |λ2| < 1, то есть, в частности, седло–фокусы запре-
щены.

1

0.95

0.9

0.85

0.8

0.75

0.7
-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1

Рис. 11. Карта ляпуновских показателей (из [18]) для области D1 : {−0.15 < M1 < 0.1; 0.7 < M2 < 1}
параметров при B = 0.7 в случае 3DHM (1.2). На цветной версии рисунка∗ зеленым, голубым, крас-
ным, синим и желтым показаны области значений параметров, отвечающие траекториям с разным
набором ляпуновских показателей Λ1, Λ2 и Λ3. На черно-белом рисунке эти цвета расположены
слева-направо вдоль, например, линии M2 = 0.8.

Отметим, что в работе [18] были численно проверены условия псевдогиперболично-
сти для аттракторов квазилоренцевского типа в случае отображения (1.2). Было показано,
что эти условия выполняются для значений параметров из некоторых открытых областей.
В частности, такие области были обнаружены при B = 0.7. На рисунке 11, взятом из [18]
показано разбиение области D1 : {−0.15 < M1 < 0.1; 0.7 < M2 < 1} на участки, отвечающие
разным типам асимптотического поведения траекторий на аттракторе. Другими словами,
здесь изображена так называемая карта ляпуновских показателей. На этой карте разны-
ми цветами отмечены значения параметров, отвечающих траекториям с разным набором
ляпуновских показателей Λ1,Λ2 и Λ3. Во-первых, белые участки отвечают тем значени-
ям параметров, при которых итерации начальной точки покидают некоторую заданную
окрестность фазового пространства. Положим для определенности, что Λ1 � Λ2 � Λ3.
Тогда

1. зеленый цвет отвечает случаям, когда Λ1 < 0, то есть периодическим аттракторам,

2. голубой цвет отвечает случаям, когда Λ1 = 0 > Λ2 > Λ3, то есть устойчивым замкну-
тым инвариантным кривым,

3. красный цвет отвечает случаям, когда Λ1 > 0 = Λ2 > Λ3,
*Для читателя печатной версии: здесь и далее полноцветные версии рисунков см. в эл. версии

статьи — http://nd.ics.org.ru/doc/r/pdf/1966/0
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4. синий цвет отвечает случаям, когда Λ1 > Λ2 > 0 > Λ3,
5. желтый цвет отвечает случаям, когда Λ1 > 0 > Λ2 > Λ3.

Последние 3 случая отвечают странным аттракторам. Причем здесь знак «=» (при крас-
ном цвете) означает только, что отличие Λ2 от 0 не больше, чем условленные границы точ-
ности вычисления ляпуновских показателей (в [18] эти границы выбирались между 10−5

и 10−6 в зависимости от типа вычислений).

Замечание 3. Для СА, представленного на рисунке 12f, была тщательно проверена зависи-
мость старшего ляпуновского показателя Λ1 при B = 0.7, M2 = 0.85 от M1. Было численно уста-
новлено, что график Λ1(M1) в окрестности точки M1 = 0 является гладкой кривой, одной и той же
для разных начальных условий (даже когда исходный интервал по M1 длиной порядка 10−2 был
разбит на 108 интервалов в эксперименте К.Симо). Обычная ситуация в случае квазиаттракто-
ров — прямо противоположная: здесь (если захотеть) на любом участке значений параметра можно
обнаружить фрактальную структуру соответствующего графика.

Используя такую карту, как на рисунке 11, можно легко проследить, при изменении
параметров, эволюцию притягивающих множеств 3DHM (1.2) с B = 0.7 от простого аттрак-
тора к странному. На рисунках 12 и 13 показаны результаты при фиксированном M2 = 0.85,
а на рисунке 14 — при фиксированном M2 = 0.75.

Некоторые результаты счета для 3DHM (1.3) были показаны выше на рисунке 5. Здесь
финальный аттрактор — это аттрактор Шильникова. Поскольку он спиральный (содержит
седло–фокус Oμ), то это квазиаттрактор по критерию из [12]. Однако промежуточные ат-
тракторы типа тор–хаос (рис. 5f, g и h) вполне могут претендовать на роль настоящих СА,
обладающих псевдогиперболической структурой.

5. О бифуркационных механизмах возникновения тор–хаоса
Как мы видим, бифуркации, связанные с возникновением тор–хаоса, в рассмотренных

сценариях играют весьма важную роль, и, в принципе, если μ3 < μ2, то как раз они могут
приводить к финальным СА, не содержащим точку Oμ. Естественно, таких аттракторов,
в отличие от финальных гомоклинических (содержащих Oμ), может быть бесконечное мно-
жество различных типов. Вряд ли их возможно как-то разумно классифицировать, однако
мы можем описать основные особенности бифуркационных механизмов возникновения тор–
хаоса (см. § 3). Два из них, «удвоение тора» и «жесткая потеря устойчивости тора», в глав-
ных чертах похожи на то, что происходит с циклами в (трехмерных) потоках (имеются
в виду бифуркации удвоения периода циклов и бифуркации слияния двух циклов), и по-
этому мы дадим ниже лишь их краткое описание. Другой механизм, «прохождение через
резонанс», мы здесь не будем обсуждать, потому что он слишком специальный, да и возни-
кающие здесь аттракторы могут иметь весьма слабую ассоциацию с обычным «тор–хаосом»
(см., например, рис. 7f). Механизм же «разрушение тора» (по Афраймовичу –Шильникову)
существенно отличается от того, что нам дает потоковая интуиция, и поэтому мы обсудим
его сейчас более подробно.

5.1. О механизме Афраймовича –Шильникова развития тор–хаоса

Это один из типичных способов, когда возникает СА типа «тор–хаос» вследствие сме-
ны квазипериодического режима на хаотический в результате разрушения замкнутой ин-
вариантной кривой (тора). Он может быть даже у двумерных отображений, собственно
для которых и приведена иллюстрация (рис. 15). Здесь изображена окрестность (кольцо)
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Рис. 12. Эволюция аттракторов в 3DHM (1.2) с B = 0.7, M2 = 0.85 при изменении M1: (a) M1 =
= −0.055 (неподвижная точка); (b) M1 = −0.045 (цикл периода 2); (с) M1 = −0.0342 (замкнутая
инвариантная кривая периода 2); (d) M1 = −0.0341; (e) M1 = −0.045; (f) M1 = 0. В последних трех
случаях наблюдается СА (лоренцевского типа).

резонансной инвариантной кривой, содержащей две неподвижные точки: устойчивый узел
N и седло S. У последнего на рисунке показаны две половинки с устойчивым многообрази-
ем, которые на самом деле отождествлены. Три колонки на рисунке отвечают трем разным
типичным способам разрушения инвариантной кривой.
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(a) (b)

(c) (d)

Рис. 13. Эволюция аттракторов в 3DHM (1.2) с B = 0.7, M2 = 0.85 при изменении M1: (a) M1 =
= 0.025; (b) M1 = 0.05; (с) M1 = 0.075; (d) M1 = 0.1. Во всех этих случаях наблюдается СА
лоренцевского типа, который, однако, эволюционирует к «СА без дырок», показанному на рис. (d).
Похоже, что здесь образуется нечто типа «быковских контуров» [33, 34], за счет появления пересече-
ния между одномерными неустойчивыми многообразиями точек странного аттрактора и одномер-
ным устойчивым многообразием седло-фокусного цикла {p1, p2} периода 2 (см. рис. 10), лежащего
в «дырках».

В общем случае механизм Афраймовича –Шильникова начинается с того, что на инва-
риантной кривой Lμ появляются (резонансные) седла S и узлы N одного и того же периода.
При этом поначалу инвариантная кривая (здесь это замыкание неустойчивых многообра-
зий седел) является по-прежнему гладкой (но гладкость ее уже конечная и, вообще говоря,
зависит от соотношений между мультипликаторами узлов13).

13Поясним это на примере линейного отображения x = ν1x, y = ν2y, где 0 < ν2 < ν1 < 1. Точка
O(0, 0) является устойчивым узлом, у которого ось «y», x = 0, является сильно устойчивым инва-
риантным многообразием, а ось «x», y = 0, определяет ведущее направление. Нетрудно проверить,

что кривые вида y = Cxα, где α =
ln ν2

ln ν1
, являются инвариантными, то есть любая точка на такой

кривой остается на ней при итерациях отображения. Это означает, что любая траектория (кроме
траекторий тех точек, которые лежат на W ss : {x = 0}) входит в O, касаясь ведущего направления
y = 0. Соответственно, любая инвариантная кривая, входящая в O, будет лежать целиком между
двумя какими-либо кривыми y = C1x

α и y = C2x
α, то есть если она Cr-гладкая, то ее гладкость

не должна типично превышать целую часть числа α.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h)

Рис. 14. Эволюция аттракторов в 3DHM (1.2) при B = 0.7, M2 = 0.75: (a) M1 = −0.025 (непо-
движная точка); (b) M1 = 0.025 (цикл периода 2); (с) M1 = 0.035 и (d) M1 = 0.039 (замкнутая
инвариантная кривая периода 2); (e) M1 = 0.0395 — момент близкий к бифуркационному, когда
замкнутая инвариантная кривая периода 2 «влипает в гомоклинику» и превращается в кривую
периода 1; (f) M1 = 0.4 и (g) M1 = 0.05 (замкнутая инвариантная кривая периода 1); (h) M1 = 0.06
(СА — лоренцевского типа).

Однако, при изменении параметра, кривая Lμ может стать негладкой, поскольку ин-
вариантное неустойчивое многообразие седла может идти в узел, не касаясь определен-
ного направления. Это понятно во втором и третьем случаях (средняя и правая колонки
рис. 15), когда W u(S) пересекает W ss(N) и когда точка N становится фокусом. В первом
случае (левая колонка рис. 15) требуется некоторое пояснение (см. рис. 16). На рисунке 16
пунктирными линиями изображены границы так называемых фундаментальных областей.
Мы рассматриваем области, границы которых пересекают ровно по одной точке инвари-
антные кривые, которые гладко входят в узел N . Если инвариантное многообразие W u(S)
также пересекает каждую из этих границ в одной точке, то W u(S) будет гладкой кривой
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Рис. 15. К механизму Афраймовича –Шильникова возникновения тор–хаоса.

(рис. 16a). Если же таких точек пересечения 3 (или больше), то, очевидно, кривая W u(S)
теряет гладкость в точке N (рис. 16b и с).

В первом случае инвариантная кривая W u(S) существует (постепенно теряя гладкость)
вплоть до того бифуркационного момента, когда седло сливается с узлом. Здесь сразу же
после исчезновения седло–узла может возникать СА. Однако для этого требуется, что-
бы выполнялись некоторые дополнительные условия, например, условие «большой петли»
из [35] (см. рис. 16c). Заметим, что некоторые достаточные условия, при выполнении кото-
рых сразу после исчезновения седло–узла возникает СА, установлены, например, в [36].

Во втором случае инвариантная кривая W u(S) пересекает неведущее (сильно устой-
чивое) многообразие узла. Здесь сразу же тор W u(S) негладкий, и он разрушается, как
только образуется гомоклиническое касание у седла S (см. рис. 15, второй столбец). Одна-
ко для появления СА нужно, чтобы произошла седло-узловая бифуркация, как и в первом
случае. При этом здесь возникает сразу же развитый хаос и наблюдается динамическое
явление, называемое перемежаемостью.14

14Иногда говорят о «перемежаемости по Помо –Манневилю», которые дали скорее физическую
интерпретацию этого явления. Однако математическая его теория, в основе которой лежит бифур-
кация исчезновения седло-узловой периодической траектории, имеющей гомоклиническую орбиту,
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Рис. 16. К вопросу о гладкости инвариантного тора.

В третьем случае узел сначала становится фокусом и тор автоматически теряет глад-
кость. При этом он разрушается, когда, например, происходит бифуркация удвоения пери-
ода устойчивой точки. Однако для появления СА нужно, чтобы произошла еще некоторая
серия бифуркаций уже с устойчивой точкой периода 2. Например, здесь может иметь место
бесконечная последовательность бифуркаций удвоения периода или бифуркации по типу
случаев 1 и 2 механизма Афраймовича –Шильникова.

5.2. О возникновении тор–хаоса в результате удвоений инвариантных
кривых

Предположим здесь, что существует такое μ∗∗
1 > μ∗

1, при котором опять меняется глад-
кий тип кривой Lμ — она становится при μ > μ∗∗

1 снова узлового типа, но с прыгающи-
ми направлениями (для T 2

μ это обычная узлового типа инвариантная кривая). Здесь есть
некоторая аналогия с периодической траекторией, имеющей отрицательные действитель-

была установлена Лукьяновым и Шильниковым [31]. Сам термин перемежаемость (intermittency)
возник как отражение специфики характера временных реализаций хаотических колебаний, воз-
никающих здесь: участки явно нерегулярных, случайных колебаний чередуются (перемежаются)
с участками колебаний, более или менее похожих на регулярные. Это легко объясняется, так как
в «нерегулярной фазе» траектория находится в области развитого хаоса, а в «регулярной фазе» —
вблизи бывшего седло–узла.
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ные мультипликаторы. Аналогия простирается даже дальше: такая замкнутая инвариант-
ная кривая может потерять свою устойчивость в результате бифуркации удвоения — сама
кривая становится седловой, а в ее окрестности появляется устойчивая замкнутая инва-
риантная кривая, дважды обвивающая исходную. Очевидно, такие бифуркации не могут
быть у двумерных диффеоморфизмов, но в трехмерном случае они вполне возможны. Бо-
лее того, с новой кривой может произойти опять бифуркация удвоения и т. д. Может ли этот
процесс удвоений идти до бесконечности — неясно. Однако несколько таких бифуркаций
можно наблюдать при численных экспериментах (см. рис. 5b–f).

5.3. О возникновении хаоса в результате жесткой потери устойчивости
инвариантной кривой

Как известно (и это показывают, в частности, численные эксперименты), с инвариант-
ными замкнутыми кривыми могут происходить бифуркационные явления, очень похожие
на те, которые наблюдаются у предельных циклов. Конечно, теория бифуркаций замкну-
тых инвариантными кривых гораздо сложнее, однако если не вдаваться в определенные
тонкие детали, то аналогия покажется весьма значительной. Так, известные бифуркация
(Андронова –Хопфа) рождения цикла из сложного фокуса, бифуркация удвоения периода
предельного цикла, бифуркации слияния и исчезновения двух предельных циклов, а также
бифуркации предельных циклов при прохождении через петлю седла имеют свои аналоги
и в случае замкнутых инвариантных кривых. Первые два типа бифуркаций мы обсуждали
выше и, кроме того, приводили результаты численного счета, которые иллюстрируют эти
бифуркации. В этой статье мы не останавливаемся подробно на описании бифуркаций по-
следних двух типов. Однако такие «живые» бифуркации можно наблюдать на рисунке 14,
на котором видно как две устойчивые замкнутые инвариантные кривые сливаются в одну,
пройдя через «гомоклиническую восьмерку» седла Oμ (рис. d–g), и как получившаяся ин-
вариантная кривая (рис. g) жестко теряет устойчивость,15 так что сразу же проявляется
хаос (образовавшийся ранее за счет гомоклиник седла Oμ).

Авторы благодарят А.Борисова, И.Мамаева и Д.Тураева за весьма полезные замечания.
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We study questions of chaotic dynamics of three-dimensional smooth maps (diffeomorphisms).
We show that there exist two main scenarios of chaos developing from a stable fixed point to
strange attractors of various types: a spiral attractor, a Lorenz-like strange attractor or a “figure-
8” attractor. We give a qualitative description of these attractors and define certain condition
when these attractors can be “genuine” ones (pseudo-hyperbolic strange attractors). We include
also the corresponding results of numerical analysis of attractors in three-dimensional Hénon
maps.
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